Théorie de Galois des anneaux presque-simples  by Hacque, Michel
JOURNAL OF ALGEBKA 108, 534-577 (1987) 
Thborie de Galois des anneaux presque-simples 
MICHEL HACQUE 
Dkparlement de MathPmaliques, UniversitP Claude Bernard 
Lyon I 69622 Vilieurhanne, France 
Communicated by J. DieudonnP 
Received December 2, 1985 
CE TRAVAIL EST Di+DIi? d, LA MkMOIRE DE 
MONSIEUR LE PROFESSEUR GUY MAURY. D6CkDb LE 15 AOirT 1985 
La Thtorie de Galois classique pour les corps commutatifs ’interesse a
la classe des corps commutattfs K quelconques et surtout a l’etude des 
extensions de corps commutatifs: Kc K’, qui sont des extensions algebri- 
ques de degres finis dans le cas de la “Theorie @tie” et des extensions 
algebriques quelconques dans le cas de la “Theorie generale” de W. Krull. 
Les gtneralisations ulterieures de la Thtorie de Galois s’interessent done 
a une classe d’anneaux plus generaux d’un certain type, par exemple: 
les corps gauches [ 17, 19, 4, 15, 71, les anneaux simples [ 16, 30, 211, les 
anneaux artiniens [29], les anneaux completement primitifs [6, 201, 
les anneaux de transformations continues [31], les anneaux semi-premiers 
[22], etc. 
Cependant, ces geniralisations ne considerent pas des extensions d’un 
certain type envisage a priori, et jouant un role analogue a celui des exten- 
sions algebriques du cas classique. 
Dans le present ravail, on se propose d’etablir les bases d’une Thtorie de 
Galois pour la classe d des anneaux presque-simples (a droite), c’est-a-dire 
des anneaux (avec unite) dont le socle droit est isotypique et fiddle a gauche. 
L’analogie formelle et complete avec la Thtorie de Galois classique des 
corps commutatifs rtsulte de la rehabilitation de la notion de degre [ 13, 141. 
En effet, le choix de la categoric 9 des “extensions a degres” (resp. Y des 
“sous-anneaux ri degres”) fixe le contexte de la “Theorie de Galois gt%terale” 
pour les anneaux presque-simples, et de mCme, le choix de la cattgorie ?$, 
des “extensions finies” (resp. YO des “sous-anneaux finis”), caracteristes par 
la finitude de leur degre a gauche, fixe le contexte de la “Theorie de Galois 
finie” pour les anneaux presque-simples. 
Le caractere lintaire de la Thtorie de Galois, mis en evidence par 
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E. Artin pour les corps commutatifs, se retrouve ici dans le cadre beaucoup 
plus general des anneaux presque-simples. En effet, le Theo&me 3.3 et le 
Corollaire 3.4 donnent une methode de Calcul des groupes de Galois par 
“1inParisation.” En particulier, pour les extensions finies, le “Calcul 
explicite” des groupes de Galois se ramene ZI du “Calcul matriciel” 
classique. 
On montre alors que tout groupe de Galois est suture (Theoreme 5.3), et 
comme l’etude des extensions finies galoisiennes se limite a l’etude des sous- 
unneaux finis galoisiens, il est interessant d’obtenir une condition suffisante 
pour qu’un sous-anneau fini soit galoisien (Theorbme 6.2). 
La “Theorie de Galois finie” qui constitue l’objet essentiel de la suite de 
ce travail, repose sur les notions de A-groupes et d’extensions equilibrees, 
dont l’etude generalise de nombreux resultats classiques (Theoreme 6.6, 
Theoreme 6.8 et Thtoreme 6.9). 
La “Correspondance de Galois generale” (Theoreme 7.2 et Theo&me 7.4) 
ne presente d’intCr&t qu’en raison de la caracttrisation des sous-unneaux 
Pquilibrts et galoisiens (Theoreme 7.1), qui constitue la generalisation dun 
celebre Theoreme de E. Artin. 
Enlin, compte tenu des proprietb des F-groupes ou des “groupes 
rtguliers,” qui entrainent que certains sous-anneaux intermediaires sont 
automatiquement galoisiens (Theo&me 8.5), il en rtsulte la “Correspondunce 
de Galois restreinte”, (Theoreme 8.6), qui constitue la base fondamentale de 
la Theorie de Galois finie. 
11 convient de preciser que les problemes de “‘prolongements 
d’isomorphismes”, qui constituent la seconde face de la Theorie de Galois 
(sous la forme de Theoremes du type Skolem-Noether), ont Cgalement dti 
rbolus, mais qu’ils ne sont pas exposes dans ce travail, faute de place. 
Enfin, en plus de son aspect formel trb simple, la Theorie de Galois finie 
a les avantages d’utiliser la notion de degre et surtout de s’appliquer a la 
classe d des anneaux presque-simples (a droite), qui constitue une classe 
d’anneaux ussez vaste, puisqu’elle contient en particulier les anneaux 
suivants: les corps, les corps gauches, les anneaux simples, les anneaux 
completement primitifs, les anneaux de transformations continues (et en 
particulier les anneaux d’optrateurs born& sur les espaces de Banach et les 
algebres de von Neumann qui sont des Facteurs de Type I), les anneaux 
primitifs a socle non nul (c’est-a-dire les “PM1 rings”), les anneaux pres- 
que-simples a droite maximaux et enlin les anneaux presque-simples a
droite quelconques. 
Comme le Theo&me 2.2 de [14] entraine que les anneaux des huit types 
precedents ont stables par sous-anneauxfinis, il en rtsulte que la Theorie 
de Galois finie pour les anneaux presque-simples permet d’obtenir systemati- 
quement et rapidement les principales proprittts des huit “Theories de 
Galoisfinies” pour les huit types d’anneaux precedents. 
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Ainsi, la Theorie de Galois des anneaux presque-simples presentee ici, 
admet comme cas particuliers les Theories classiques concernant les cinq 
premiers types d’anneaux des exemples precedents, pour lesquelles elle 
donne d’ailleurs des proprittes plus precises des extensions galoisiennes. 
Entin, le cas particulier des anneaux primitifs a socle non nul, donne une 
strie de proprietts nouvelles et interessantes, qui entrainent en particulier 
une reponse affirmative a une question de J. Fisher et J. Osterburg. 
1. Terminologie et notations 
Dans toute la suite, d designe la classe des anneaux presque-simples (21 
droite), c’est-a-dire des anneaux (avec unite) dont le socle droit est isotypi- 
que et fiddle a gauche. 
Ces anneaux, introduits dans [ 111, ont ete etudies dans [ 11, 12, 13, 143, 
dont on conserve la terminologie et les notations. 
Pour tout anneau A E d, le choix d’un idempotent presque-simple a droite 
e E A. determine un Contexte de Morita: 
!JJI,=(A, AEK=Ae, ,&“=eA, K=eAe) 
pour lequel K est un corps gauche de centre Z et & est un sous-espace du 
dual kE* du K-espace vectoriel a droite E,, sur lequel A opere fidelement a 
gauche, de sorte que: 
Dans cette relation, l’anneau 4 = YK(EK) des endomorphismes du K- 
espace vectoriel a droite E, est l’anneau completement primitif associb g A, 
l’anneau A = YE,(E) des endomorphismes continus du K-espace vectoriel a 
droite E, muni de la topologie faible non nkessairement separee a(E, E’) 
(le corps K ttant muni de la topologie discrete), est l’anneau presque-simple 
(a droite) maximal associe a A, et S, = E OK E’ constitue le socle droit 
commun a A et a 2. 
De plus, les anneaux: A c A c 4 se plongent dans l’anneau completement 
primitlf “absolu”: 
z = End(E) = L&(E) 
constitue par l’anneau des endomorphismes du groupe abelien E, qui coi’n- 
tide avec I’anneau des endomorphismes de E considkrt comme un espace 
vectoriel sur le sow-corps premier k du centre Z du corps gauche K. 
De meme, le corps gauche p, oppose au corps gauche K, se plonge dans 
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l’anneau Z, en associant a tout I E K, l’tlement A0 E F’, identilie a l’element 
1’ de Z caracterid par la condition: 
l”(x)=lo.x=xA pour tout x E E 
ce qui entraine les relations: 
KocC,.cZ et ZcA=AnC, 
dans lesquelles l’anneau Z, est l’anneau des endomorphismes continus du 
groupe abtfien topologique E, muni de la topologie faible a(E, E’), le corps 
gauche K &ant discret. 
Pout tout anneau A E &, il est montre dans [ 123 que toutes ces donntes 
sont “uniques ci un isomorphisme prks.” 
De m&me, pour deux anneaux A E d et BE d, le choix des idempotents 
presque-simples a droite e E A et E E B determine des Contextes de Morita 
W, et !J$, tels que: 
W, = (B, BFH = BE, HJ’B = EB, H = &BE) 
pour lequel H est un corps gauche, de sorte que: 
FO,F=S,cBcB=~~(F)cB=~~(F,). 
La donnee dune “extension” de la forme: 
BcA (1) 
entraine que l’idempotent E E B est aussi un idempotent E E A, de sorte que 
le couple d’idempotents (e, E) determine un Contexte de Morita: 
‘9Jlm,,=(D=~A~, DWK=EAe, KWD=eA&, K=eAe) 
pour lequel la relation: H = &BE c EAE = D, caracterise une “extension” de la 
forme: 
appelee une armature de l’extension (I) et dans laquelle H est un corps 
gauche. 
Les notions d’indice et de hauteurs ci gauche et ci droite dune extension, 
ttudiees dans [ 131, conduisent A la notion d’extension ci degrhs (c’est-A-dire 
a degre a gauche et a degre a droite) (Voir la Definition 7.1 de [13]). 
Le Thtoreme 2.6 de [ 143 montre que d est la classe des objets de la 
categoric .9 des “extensions ci degrts”: Bc A, et aussi de la sous-categoric 
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L@, des “extensions finies”: B c A, c’est-a-dire des extensions a degrts, dont 
le degrk ir gauche d,[A : B] est fini. 
Le Theoreme 7.3 et le Thtoreme 9.3 de [13] montrent que toute exten- 
sion ci degrts (B c A) E 9, admettant pour armature (H c D) E 9, se 
prolonge en une extension ci degrb (Bc 2) E 9, de degrt a gauche: 
-- 
d,[A:B]=d,[A:B]=d,[D:H]=dim,[,D]=dim,[W,]xdim,[,W] 
et de degre a droite: 
-- 
De plus, le (H - K)-bi-espace vectoriel W = H W, est de K-dimension a 
droite finie non nulle: dim,[ W,] = q < + 03, viritie: KW;I = K Wj!,, et l’an- 
neau D est un anneau simple (au sens de N. Bourbaki, c’est-a-dire artinien), 
caracterise par: 
D = =%LiW,d = M,W) 
ce qui montre que l’armature: H c D, est caracterisee par le (H - K)-bi- 
espace vectoriel W = H WK. 
Un sous-anneau ci degrds (Voir la Definition 2.1 de [14]) est caracterise 
par une extension a degrb (B c A) E 9, qui v&tie les conditions Cquivaien- 
tes: 
B=BnA ou B=BnA. 
Le Theo&me 2.6 de [ 141 montre que SQ est la classe des objets de la 
cattgorie Y des “sous-anneaux ci degrPs”: B c A, et aussi de la sous- 
categoric YO des “sous-anneaux finis”: B c A, c’est-a-dire des sous-anneaux 
a degres, dont le degrP k gauche d,[A : B] est fini. 
En particulier, toute extension a degrts (B c A) E .Q, determine un SOUS- 
anneau ci degrts associk (B’ c A) E 9, caracterisk par: 
BcB’=BnA=&nAcA 
et vbrifiant: 
-- - - 
d,[A:B] =d,[A:B’] =d,[A:B] et d,[A:B] =d,[A:B’] =d,[A:B] 
ce qui montre que (B c A) E %-, implique (B’ c A) E YO et aussi (B c 6) E YO. 
Dans la suite, pour un anneau R quelconque. R* dbigne le groupe mul- 
tiplicatif des tlkments inversibles de l’anneau R, c’est-a-dire le groupe des 
unit& de l’anneau R. 
Pour tout sous-groupe G’ dun groupe G, le Normalisateur de G’ dans G 
est note: Nor[G; G’], et pour tout groupe G operant sur un ensemble X, 
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pour toute partie Y de X, le Stabilisateur strict de Y dans G, constitd par 
les elements ge G tels que g(Y) = Y, est note: Stab[G; Y]. 
Pour un anneau R quelconque, le groupe Aut( R) des automorphismes de 
R admet pour sous-groupe distingue le groupe Aut,(R) des 
automorphismes interieurs de R, qui determine le groupe Aut,(R) = 
Aut( R)/Aut,( R) des “classes d’automorphismes” de l’anneau R. 
Entin, pour toute extension d’anneaux: R’ c R, l’anneau cornmutant de 
R’ dans R est note: R(R), et de facon classique, le groupe de Galois de 
l’extension: R’ c R, ou du sous-anneau R’ de R, est note: Gal[R: R’]. 
Ces notations et ces proprietes de base seront utilisees systematiquement 
et librement dans la suite. 
2. Automorphismes des anneaux presque-simples 
Pour un anneau A E&‘, plonge dans l’anneau complbtement primitif 
absolu Z et auquel est associe le “o-espace” I = (E, K, E’), la relation: 
ti c C,. c .Z, donne une extension de groupes: (K(‘)* c CT. 
LEMME 2.1. Pour un anneau A E d, plonge dans I’anneau completement 
primitif absolu C, le a-espace d = (E, K, E’) vertjie: 
Aut(b) = Nor[Z,T; (Ko)*]. 
Preuve. La definition du groupe Aut(b) et le Theo&me 5.4 de [12] 
entrainent: 
(Ko)* c Aut(8) c Z: 
et montrent que pour cp E C,*, la condition cp E Aut(8) tquivaut $ l’existence 
de s E Aut(K) tel que cp soit s-semi-lineaire h droite. 
Pour qENor[Z,*;(KO)*], la relation: cpo[(Ko)*]orp-l=(p)*, 
entraine l’existence dune bijection s: K* -+ K*, telle que: [s(J)]‘= 
cp o 1’0 q ~’ pour tout 1 E K*, et cette bijection se prolonge de facon unique 
en une bijection notee Cgalement s: K -+ K, telle que: 
pour tout 1 E K, c’est-a-dire telle que 
CPW) = dx) s(n) 
pour tout 1 E K et tout x E E. 
Pour tout x E E, 1 E K et p E K, la bijection additive cp donne 
cp(x) s(i + PL) = cp(x(~ + PI) = CPW) + (PbPL) = dx) s(n) + dx) S(P) 
= cp(xM~) + S(P)) 
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Ces relations, appliqutes a x # 0, pour lequel q(x) # 0, donnent 
s(A+p)=s(%)+s(p) et s(h) = 4%) S(P) 
ainsi que: s( 1) = 1, ce qui entraine s E Aut(K). 
Ainsi, pour cp~Nor[&!; (KY’)*] il existe SE Aut(K) tel que: &x1) = 
q(x) s(n) pour tout 1 E K et tout x E E, c’est-a-dire tel que cp soit s-semi- 
lineaire h droite, ce qui entraine cp E Aut(d). 
La reciproque est immediate, ce qui acheve la demonstration. 
CONSEQUENCES 2.2. Pour tout anneau A E&, le groupe 
N,, = Nor[C,T; (K”)*] = Aut(b) 
opbre par automorphismes interieurs sur l’anneau X;,., de sorte que: 
(a) Le corps gauche ti est stable, ce qui determine un morphisme de 
groupes 7~: N, -+ Aut(K), tel que pour tout (PEN,, alors n(cp)=s~Aut(K) 
est caracterist par la condition: 
[s(n)]“=rpd”~rp-’ pour tout ,I E K* (ou i E K) 
ce qui signihe que s E Aut( K) est l’unique automorphisme tel que cp soit 
s-semi-lineaire a droite. 
(b) Les anneaux LI et A sont stables, ce qui determine un morphisme 
de groupes p: No + Aut(A), tel que pour tout rp~ No, alors p(cp)=o~ 
Aut(A) est caracterise par la condition: 
4f)=cP”focP-’ pour tout fE A. 
THI?OR&ME 2.3. Pour tout anneau A E&, il existe une suite exacte: 
{ 1) - (p)* -& Nor[Z,*; (K?)*] L Aut(J) - (11 
qui donne 
Aut(A) = Nor[Z,*; (K?)*]/(Ko)*. 
Preuue. Cela rtsulte immediatement du Theo&me 5.4 de [ 121 et du 
Lemme 2.1. 
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COROLLAIRE 2.4. Pour tout anneau A Ed, il existe une suite exacte: 
{ 1 } - (I?‘)* - Stab[N,; A] --% Aut(A) -+ { 1 } 
qui donne 
Aut(A) = Stab[Nor[,Z’,?:; (J?)*]; A]/(p)*. 
Preuve. Le Theo&me 5.1 de [12] entraine: Aut(A)c Aut(A), et de 
meme: 
Aut(A) T {cr E Aut(J) 1 o(A) = A}. 
Le Theorbme 2.3 entraine alors: 
p-IIAut(A)]={cp~N,IcpO(A)~rp-‘=A}=Stab[N,;A] 
ce qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 2.5. Pour tout anneau A E& et pour tout sous-anneau B de 
A, admettant pour commutant duns C,. i’anneau 
r=C,.(B)=C,.nC(B) 
alors: 
(a) Le groupe N=Nor[T*; (ti)*] opPre par automorphismes 
intkrieurs sur 1;s a&eaux 4 et A-, qui sont stables. 
(b) II existe une suite exacte: 
( 1 } - (Ko)* ----+ Nor[T*; (K”)*] P-r Gal[A: B] - 
qui donne 
Gal[A: B] = Nor[T*; (K”)*]/(Ko)*. 
(c) II existe une suite exacte: 
{ 1) - (&?)* -+ Stab[N; A] P, Gal[A:B] - 
qui donne 
Gal[A:B]=Stab[Nor[f*; (Ko)*]; A]/(p)*. 
* 
+ (1) 
(11 
Preuve. Pour tout sow-anneau B de A, la relation: B c A c C, entraine 
KO=C(A)=~,.(A)cf=C,.(B)=~,,n~(B)cC,.c~ 
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et par suite: (P)* c f * c C,*, d’od 
N= Nor[T*; (J?)*] c Nor[C,*; (k?)*] = N, 
ce qui entraine (a). 
Compte tenu de la relation tvidente: 
C(B) n Nor[C:; (I?‘)*] = Nor[T*; (ZP’)*] 
le Thtoreme 2.3 entraine alors: 
p-‘[Gal[A:B]]= {~~N,Jf=cpofocp-’ pourtoutfEB} 
=N,nZ(B)=N 
ce qui prouve (b). 
Compte tenu de la relation evidente: 
C(B) n Stab[N,,; A] = Stab[N; A] 
le Corollaire 2.4 entraine alors: 
p-‘[Gal[A:B]]= {cpEStab[N,;A]If=cpofocp-’ pourtoutfeB} 
c’est-a-dire: 
p-‘[Gal[A:B]]=Stab[N,;A]nZ(B)=Stab[N;A] 
ce qui prouve (c), et acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 2.6. Pour tout anneau AEd, les extensions: 
A c A c A c Z, dbterminent des inclusions canoniques 
Aut(A) c Aut(A) c Aut(A) 
telles que pour tout UE Aut(A), ses images canoniques UE Aut(A) et 
g E Aut(A) sont les prolongements uniques de u li d et 2 A. 
Preuve. Applique aux anneaux A et 4, le Theorbme 2.3 entraine: 
Aut(A) = Nor[Zr; (J?)*]/(P)* c Nor[C*; (Ke)*]/(Kc’)* = Aut(A) 
et le Thtoreme 5.1 de [ 123 entraine: Aut(A) c Aut(A). La caracttrisation 
de ces inclusions est alors immediate, ce qui acheve la demonstration. 
3. Groupes de Galois des extensions ri degrPs 
On se propose de preciser et de completer les rtsultats du Corollaire 2.5 
lorsque (B c A) E 9. 
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Dans ce paragraphe, pour un anneau A E d, plonge dans l’anneau com- 
pletement primitif absolu 2, on considere une extension a degres 
(B c A) E 9, a laquelle sont associes: l’extension a degres (B c 1) E 9, le 
sous-anneau a degrts (B’ c A) E Y caracterise par: 
BcBnA=BnA=B’cA 
et l’armature commune (H c D) E Y, caracteriste par le (H - K)-bi-espace 
vectoriel W = H W, de K-dimension a droite finie non nulle: dim,[ W,] = 
q < +co, de sorte que l’anneau simple D et le corps gauche H veritient: 
HcD=2&,W,)-M,(K). 
De m&me, le (H - K)-bi-espace vectoriel W= H W, determine l’anneau 
completement primitif 
c= T”(HWK) = -%(“W 
et une “extension” de la forme 
@cc 
pour laquelle le corps gauche P, oppose. au corps gauche K, est isomorphe 
au sous-corps gauche p de l’anneau C obtenu en associant a tout A E K, 
l’tlement lo E j?’ identifie a l’tlbment lo de C caracterist par la condition: 
XO(w)=liO*w=wn pour tout w E W. 
Cette extension d’anneaux: I?‘c C, induit une extension de groupes: 
(k”)*cC*=GLH(nWK)=GLH(nW) 
qui fait intervenir le groupe lineaire GL,(,W) du H-espace vectoriel a 
gauche W = ,, W = H W,, et qui determine le groupe normalisateur 
fi=Nor[GL,(,W,); (I?‘)*]. 
LEMME 3.1. Pour un anneau A E d plonge duns Z et pour toute extension 
a degres (B c A) E 9, alors: 
(a) Les commutants de l’anneau B duns les anneaux 2,. et C con- 
stituent un m&me anneau completement primitif 
l-= Z,(B) = C(B) 
qui vtrfie de plus r = C,(B) = Z(B) = Z,( B’) = Z( B’). 
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(b) I1 existe un isomorphisme de (B - K)-bimodules 
qui determine un morphisme d’anneaux, injectif 
6,: C=&(,W)- Z=&(E) 
caracterise par 
r’=&[y]=@+F@y)O@P’ pour tout y E C. 
(c) Le morphisme & induit un isomorphisme de I’extension I?’ c C, sur 
l’extension ti c I, de sorte que 
r=t=&[C] et IP=dqP] 
et par suite & induit un isomorphisme de groupes 
Nor[GL,(,W,); (I?‘)*] = k 4 N= Nor[T*; (K”)*]. 
Preuue. Le Theoreme 1.4 et le Theoreme 1.5 de [14] impliquent (a) et 
le ThCoreme 1 .l de [ 141 entraine (b) et (c), ce qui acheve la 
demonstration. 
CONSEQUENCES 3.2. (a) Le groupe fi= Nor[GL,(,W,); (I?“)*] = 
Nor[C*; (@)*I opere par automorphismes interieurs sur l’anneau com- 
pletement primitif absolu C’ = End( W) associe g l’armature (Hc D) E Y, et 
par suite le Corollaire 2.5 montre que l’anneau D est stable et qu’il en 
resulte un morphisme de groupes p’: fi + Gal[D : H] c Aut(D), tel que 
pour tout y E I?, alors p’(y) = 0’ E Aut(D) est caracterise par la condition: 
a’(6)=yo6oy-’ pour tout 6 E D. 
(b) I1 ex_iste un morphisme de groupes /j: fi + Gal [A: B], tel que 
pour tout y E IV, alors p(f) =p(j) = (T E Gal[A: B] est caracterise par la con- 
dition: 
a(f)=y”f”f-l pour tout f~ A. 
THBORBME 3.3. Pour un anneau A E J&’ et pour toute extension a degres 
(B c A) E 9, avec les notations precedentes, alors: 
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(a) II existe un diagramme commutattf et exact de la forme: 
{l}-(I?‘)*-Z?-Gal[D:H]- (1) 
I PC I 
{l}- (I?)*-IV& Gal[A:B] - (1) 
dans lequel les “morphismes verticaux” sont des isomorphismes de groupes et 
de plus: 
- - 
Gal[D:H] 2: Ga![A:B] =Gal[A:B’] = Gal[A :B] 
(b) En d’autres termes: 
Gal[D:H] N Gal[A:B] =N/(k?‘)* = Nor[T*; (F’)*]/(P)* 
et aussi: 
Gal[A:B] 1: Gal[D:H] = fi/(#?)* =Nor[GL,(,W,); (I?‘)*]/(k”)*. 
Preuve. A l’exclusion des dernieres relations de la partie (a), cela rtsulte 
immtdiatement du Corollaire 2.5 et du Lemme 3.1. Compte tenu de la 
partie (a) du Lemma 3.1 qui montre que l’anneau r est inchange en 
remplagant B par B’ ou par B, il en resulte les deux dernieres tgalitts de la 
partie (a), ce qui acheve la demonstration. 
COROLLAIRE 3.4. Pour un anneau A E d et pour toute extension a degres 
(B c A) E 9, avec les notations precedentes, alors: 
(a) I1 existe un diagramme commutattf et exact de la -forme 
{l}- (I?‘)*- Stab[fi;A]-% Gal[A:B] - (1) 
I I II 
{ 1) - (p)* - Stab[N; A] --% Gal[A:B] -+ {l} 
dans lequel les “morphismes verticaux” sont des isomorphismes de groupes et 
de plus 
Gal[A:B]=Gal[A:B’]=Gal[A:BnA]. 
(b) En d’autres termes 
Gal[A: B] = Gal[A : B’] = Stab[N; A]/(p)* 2: Stab[fi; A]/(p)*. 
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Preuve. Compte tenu du Theoreme 3.3, il suflit d’utiliser un argument 
analogue a celui de la preuve de la partie (c) du Corollaire 2.5, ce qui 
acheve la demonstration. 
REMARQUES 3.5. (a) Le caractere lineaire de la Thtorie de Galois, mis 
en evidence par E. Artin pour les corps commutatifs [ 11, se retrouve ici 
dans le cadre beaucoup plus general des anneaux presque-simples. 
En effet, le Thtoreme 3.3 et le Corollaire 3.4 donnent une mtthode de 
Calcul des groupes de Galois par “Zinkarisation.” 
(b) Dans le cas dune extension finie (B c A) E L&,, il suffrt de com- 
pleter les tnonces du Theoreme 3.3 et du Corollaire 3.4 en remarquant que 
le Corollaire 1.3 de [ 141 entraine que l’anneau C est alors un anneau sim- 
ple, ce qui signilie que le (H - K)-bi-espace vectoriel W = H W, est aussi un 
H-espace vectoriel a gauche de dimension firzie non nulle: dim,( H W,) = 
m < +a~, de sorte que: 
zT=c=2&W)=M,(HO) et (I?‘)* c CL&W,) N CL,(@). 
Dans ce cas, le “Calcul explicite” des groupes de Galois se rambne a du 
“Calcul matriciel” classique. 
4. Algkbre et anneau d’endomorphismes 
Pour tout anneau A ES&‘, on a vu que les extensions: 
Ac2cAc.E 
determinent des inclusions canoniques: 
Aut(A) c Aut(K) c Aut(& 
et pour tout ge Aut(A), on pose rg = g(r) pour tout r E A (ou rE A, ou 
rE,4). 
Pout tout automorphisme gE Aut(A), on pose 
ainsi que +8* = $, - { 0} et 4,* = dg - {O}. 
L’element unite 1 du groupe Aut(A) verifie: 
$1=21(A)=K“ et d,=AnE(A)=Anp=Z 
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et deux elements g et g’ du groupe Aut(A) veritient: 
tig. Ic/,, = $,,, et G&.4,, = i,, 
ce qui justifie immediatement la definition suivante. 
DEFINITION 4.1. Pour un anneau A E XI et pour un groupe 
d’automorphismes G c Aut(A), alors: 
(a) L’algebre du groupe G est la Z-algbbre: 
R=R(G)= 1 &. 
BEG 
(b) L’anneau d’endomorphismes du groupe G est l’anneau: 
U= U(G)= c I),. 
gpc 
DEFINITION 4.2. Pour un anneau A E J$‘, un automorphisme gE Aut(A) 
est dit “X-intCrieur” si $g # (0). 
Tout groupe d’automorphismes G c Aut(A) determine l’ensemble (le 
groupe): 
Gin={g~GI~g#(O)j={gEGI~p*#525} 
constitd par les automorphismes gE G qui sont “X-intCrieurs.” 
Le Theoreme 5.4 de [ 121 montre qu’il existe une suite exacte: 
{ 1 } - (Z”)* A A* = Aut,(b) 3 Auti(A) ---+ { 1) 
dans laquelle ji et pi sont les restrictions des morphismes j et p de la suite 
exacte du Theoreme 2.3, ainsi qu’une suite exacte: 
{ 1 } - Auti(A) - Aut(A) --% Aut,(& - { 1 } 
et le Corollaire 5.6 de [ 123 entraine que les “groupes de classes” Aut,(d) et 
Aut,(K) veritient: 
Au&(A) c Aut,(K). 
LEMME 4.3. Pour un anneau A E d et pour tout g E Aut(A), alors: 
(a) +,* = p-‘(g) = (I?‘)*cp = cp(K”)* c Stab[ZV,; A] c .Z’,* pour tout 
cp E p-‘(g) c Stab[N,; A], et de mPme 
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(b) ~,*=p;‘(g)=IC/,*n~==~nA=IC/,*nA*=IC/,*nA* rt par 
suite, les automorphismes “X-intPrieurs” constituent le groupe 
Aut,,(A) = [Aut(A)],, = Aut(A) n Aut,(A) = Aut(A) n Aut;(A) 
qui est un sous-groupe distingut! du groupe Aut(A). 
(c) Si gEAUti”(A), tout a~p,:‘(g)cStab[A*; A], uPriJi:e 
4; = p,: l(g) = .Z*a = aZ* c Stab[A*; A] c A* 
et de mtme 
d,=Za=aZcA. 
Preuve. Le Corollaire 2.4 montre que pour tout cp E p - ‘(g) c 
Stab[N,; A] c C:, la relation p(q) = g, entraine rR = g(r) = cprcp-’ pour 
tout r E A. I1 en resulte que pour y E C, la condition y E tig, se traduit par 
yr = rprcp - ‘y pour tout r E A, c’est-&dire par (cp-‘y) r = r(cp -‘y) pour tout 
r E A, ce qui Cquivaut a (cp-‘y) E C(A) = p, c’est-a-dire a y E cpk?, ou a 
y E Koq, puisque cp est K-semi-lineaire a droite, ce qui entraine (a). 
La caracterisation dg = +, n A, entraine d,* = $,* n 4 = q(P)* n 
4 c C,*. Tout element a E 4: est done un Clement a E A de la forme a = (PI’, 
avec AEK*. La relation a~ CT, montre que a est inversible dans z: et 
puisque a est K-lintaire a droite, il en est de mCme pour son inverse, ce qui 
entraine: a E A*, et par suite: p,(a) = p(a) = p(cpll”) = p(q) = g E Aut(A) n 
Auti(A), ce qui donne: a up,:’ c Stab[A*; A] c A*. 11 en resulte 
#,*cp,:‘(g)cStab[A*;A]cA* 
et la relation p,: l(g) c p ~ ‘(g) = *,*, entraine alors 
q5,* c p; ‘(g) c I@ n A*. 
Compte tenu des inclusions Cvidentes: 
*:nA*c*,*nA*c*,*nfj=qi,*, 
*~nA*c*,*nAc*,*nA=q5,*, 
il en rtsulte les premieres egalitts de (b), qui entrainent alors (b). 
Enfin, le Theoreme 5.4 de [ 121 implique les affirmations complemen- 
taires de (c), ce qui acheve la demonstration. 
PROPOSITION 4.4. Pour un anneau A E &’ et pour un groupe G c Aut(A), 
alors: 
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(a) L’algebre R = R(G) du groupe G c Aut(A) est caracterisee par 
R=R(G)= C dg= C ~,=R(Gi”)= C Za 
REG R E Gin 0~ P;‘V-G) 
et elle coincide avec la Z-algebre associee de fagon classique au groupe G c 
Aut(A), mais elle vertjiie de plus: 
ZcR=R(G)=R(Gi,)cA 
et elle admet au moins une “base sptciale” (a,), c’est-a-dire une Z-base (a,) 
telle que a, = 1 et a, E Stab[A*; A] pour tout indice a. 
(b) L’anneau d’endomorphismes U= U(G) du groupe G c Aut(A) est 
caracterise par 
U=U(G)= c I+$= 1 K+‘q= c cpp 
I(EG vex-’ (PE p-‘(G) 
et il coincide avec l’anneau d’endomorphismes associe de fagon classique au 
groupe G c Aut(A ), mais il vertjie de plus 
k?c U= U(G)cC,.cZ 
et il constitue un (ti - F)-bimodule de Galois au sens de [20]. 
Preuve. Cela resulte du Lemme 4.3 et des constructions classiques (voir 
par exemple, p. 140 et 141 de [20] ou l’exercice4 p. 121 de [3]) 
applicables au groupe d’automorphismes G c Aut(A) de l’anneau com- 
pletement primitif 4 = YK(EK), ainsi que bimodules que de la definition 
(p. 142 de [20]) des bimodules de Galois. 
CONSEQUENCES 4.5. Pour un anneau A E& et un groupe 
d’automorphismes G c Aut(A) qui determine la Z-algebre R = R(G) et l’an- 
neau d’endomorphismes U= U(G), alors: 
(a) Le groupe Gi, des automorphismes “X-intPrieurs” est le sous- 
groupe distingue de G, caracterise par: 
Gi, = G n Aut,,(A) = G n Aut,(A) = G n Auti(A). 
Le groupe G,, des “classes d’automorphismes X-exterieurs” est le groupe 
quotient du groupe G, caracterist par: 
G,, = 71,(G) = G/G;, c AUt,(~) c AUt,,(K). 
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En particulier, un automorphisme g E G c Aut(A) est “X-ext&ieur” si 
JLk) + 1. 
(b) L’ordre rPduit du groupe G c Aut(A ), note ord red(G), est la p- 
dimension (a gauche ou a droite) du (&?‘-- I?)-bimodule de Galois 
U = V(G), ce qui donne la caracterisation: 
En particulier, un groupe d’automorphismes G c Aut(A) est d’ordre 
rkduit fini si et seulement si l’anneau d’endomorphismes U = U(G) du 
groupe G est un K”-espace vectoriel a gauche de dimension finie. 
(c) Une “section sptkiule” (cps) [de rc, 0 p au-dessus de G,,] est une 
famille (cpp) d’elements: 
‘pse Stab[Nor[C:; (p)*]; A] 
indexee par /? E G,,, telle que 50, = 1, et telle que p(rps) = gs E G et 
rc,( gs) = j pour tout indice p E G,, . 
(d) Avec les notations precedentes, l’anneau d’endomorphismes 
“X-inttrieurs” 
est un (I?’ - KO)-bimodule de Galois isotypique, qui v&tie 
KOCU,=U,(G)=U(G,)~KOA=AKO~C, 
et aussi 
u, = U,(G)= U,(G) CPI = U,Y,. 
Plus generalement, pour tout fl E G,, , le (J? - K”)-bimodule de Galois 
caracterise par 
u, = up(G) = U,(G) ‘ps = u, ‘pp 
constitue “we composante isotypique” du (Ko - J?‘)-bimodule de Galois 
U = U(G), qui admet la “dbcomposition isotypique” 
U= U(G) = @ U,(G)= @ U,. 
BEG,, BE&X 
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COROLLAIRE 4.6. Pour un anneau A E d et un groupe d’automorphismes 
G c Aut(A), avec les notations precedentes, alors: 
(a) L’algebre R = R(G) du groupe G vPr$e 
R=R(G)=AnU(G)=AnU(G). 
(b) L’anneau d’endomorphismes “X-interieurs” U, = U,(G) = U(Gi”) 
du groupe G est un (Ko - Ko)-bimodule de Galois isotypique, qui vertjiie 
R(G)=An U,(G)=An U,(G) et u,(G)=Jf’OzR(G) 
et toute “base speciale” (a,) de R = R(G) constitue aussi une p-base a 
gauche et une p-base a droite du (h? - F)-bi-espace vectoriel U, = U,(G), 
de sorte que 
dim,CR(G)] = dim@[eUI(G)] = dim& U,(G)@]. 
(c) L’anneau d’endomorphismes U = U(G) du groupe G est un 
(Ko - K(‘)-bimodule de Galois, pour lequel toute “sections sptciale” (pa) 
determine une “decomposition isotypique” de la forme 
u(G)= 0 U,(G) 
BE&X 
et pour toute “base speciale” (a,) de la Z-algebre R = R(G), la famille (u~,~) 
caracterisee par u,*~ = a, ‘ps determine une “base speciale” de U = U(G) qui 
constitue une p-base a gauche et une p-base a droite du (8?-- Ko)-bi- 
espace vectoriel U = U(G), de sorte que 
ord red(G) = dim&eU(G)] = dim& U(G)@] = dim,[R(G)] x ord(G,,). 
(d) En particulier, pour que G soit un groupe d’ordre rPduit3ni, il faut 
et il suffit que la Z-algtbre R = R(G) du groupe G soit de dimension finie et 
que le groupe G,, soit f&i, c’est-a-dire que Gi, soit un sous-groupe d’indice 
fini du groupe G. 
Preuve. Compte tenu de la Proposition 4.4, qui entraine en particulier: 
4 n U(G) = 2 n U(G), toutes ces propriMs rksultent facilement des 
proprikds classiques qui dkcoulent par exemple des dkmonstrations et des 
knoncb de la Proposition 1 page 144 et de la Proposition 1 page 145 de 
[20], et de l’exercice4, p. 121 de [3]. 
COROLLAIRE 4.7. Pour un anneau A E d et un groupe d’automorphismes 
G c Aut(A), avec les notations precedentes, alors: 
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(a) Tout sous-(K” - K?)-bimodule non nul et p-cyclique V, de 
U = U(G) est engendre par un element non nul cpO E V, c U, qui est une 
application K-semi-lineaire a droite. 
(b) Tout sous-(p - p)-bimodule non nul V de U = U(G) est engen- 
drP par au moins une famille (cp,) d’elements non nuls cpi~ VC U, qui sont 
des applications K-semi-lintaires a droite. 
(c) Pour qu’un element ‘pO E U = U(G) soit une application K-semi- 
lineaire a droite, il faut et il suffit qu’il existe un element ‘pp d’une “section 
speciale” (cpp), un element c E R = R(G) et un scalaire p E K, tels que 
(d) Pour tout ideal bilatere non nul V de l’anneau U= U(G), l’ideal 
bilatere V, = Vn U, de l’anneau U, = U,(G) n’est pas nul et [‘ideal bilatere 
V’ = V n R de l’anneau R = R(G) n’est pas nul, 
Preuve. Compte tenu de la Proposition 4.4, les parties (a), (b), et (c) 
rtsultent facilement de la Proposition 1, p. 144 de [20] et des exercices 3 et 
4, p. 121 de [3]. 
Pour tout ideal bilatere non nul V de l’anneau U = U(G), la 
Proposition 4.4 montre que V est un sous-(K” - AT”)-bimodule non nul V 
de U = U(G). D’apres (b) et (c), il existe done un element non nul cpoe V c 
U= U(G), de la forme 
pour laquelle /I E G,,, p E K et c E R = R(G), ce qui entraine: /J E K* et c # 0. 
11 en resulte la relation: 
qui montre que l’element non nul c E R = R(G) est aussi un Clement de 
l’ideal biladre V de l’anneau U = U(G). Ainsi: c E V’ c V, c V, ce qui 
prouve (d) et acheve la demonstration. 
PROPOSITION 4.8. Pour un anneau A E d et un groupe d’automorphismes 
G c Aut(A), qui determine l’anneau d’endomorphismes U = U(G) et par suite 
le U-module a gauche oE, alors: 
(a) L’anneau des invariants AG du groupe Gc Aut(A) est 
AC = C[ U(G)] = End,[ ,E]. 
(b) L’anneau des invariants 2’ du groupe G c Aut(A) est 
AG=AnAG=,T:,.[U(G)]=End~[.E] 
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en designant par End’, [“El le sowanneau de End, [ oE] constitue par les 
endomorphismes qui sont continus pour la topologie faible a(E, E’). 
(c ) L’anneau des invariants AC du groupe G c Am(A) est 
AG=An~G=An~G=An~[U(G)]=AnC,.[U(G)]. 
Preuve. La Proposition 4.4 entraine facilement la partie (a), qui impli- 
que (b) et (c), ce qui acheve la demonstration. 
REMARQUES 4.9. (a) En general un anneau A ES&’ n’est pas semi- 
premier. 
Cependant, lorsqu’un anneau A E d est aussi un anneau semi-premier, le 
Corollaire 2.4 de [ 111 montre que A est un anneau primitif a socle non nul 
et le Lemme 1.1 de [ 111 entrafne que l’anneau A constitue l’anneau de 
quotients a droite de Martindale [25]. . 
Ainsi, dans ce cas, avec une leg&-e modification qui consiste a remplacer 
g par g ~ ‘, la notations dg est analogue a celle utilisee de facon classique 
(voir, par exemple, [27] ou [9]) pour definir les automorphismes qualifies 
de “X-inner” ou de “X-outer.” 
La terminologie proposee ici pour les anneaux presque-simples est done 
coherente avec la terminologie classique valable pour les anneaux semi- 
premiers. 
(b) Par exemple et par analogie avec la terminologie traditionelle, 
pour un anneau A E & un groupe d’automorphismes G c Aut(A) est dit 
“X-interieur” si G = Gi”) c’est-a-dire si G,, = { 1 }, et un groupe 
d’automorphismes G c Aut(A) est dit “X-exterieur” si Gi, = { 1 }, c’est-a- 
dire si le morphisme de groupes 71,: G + G,, est un isomorphisme ou si 
l’algebre R = R(G) du groupe G se reduit au centre Z de l’anneau A et du 
corps gauche K. 
5. Groupes satures et N-groupes 
La notion de groupe sature, afhne la notion classique de N-groupe au 
sens de E. Noether. 
PROPOSITION 5.1. Pour un anneau A E d et un groupe d’automorphismes 
Gc Aut(A), qui determine la Z-algebre R= R(G) et l’ann_eau 
d’endomorphismes U = U(G), il existe un groupe d’automorphismes G c 
Aut(A), vertf?ant G c G c Aut(A), et caracterise par les conditions Pquivalen- 
tes suivantes: 
(a) Le groupe G est le plus grand des groupes d’automorphismes G’ c 
Aut(A), tels que U(G’) = U(G). 
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(b) Le groupe 6 est engendri par le groupe G et le groupe G, = 
p,[Stab[R*; A]], et il v&ifie en particulier 6 = GoG. 
(c) En posant N, = Nor[C,*; (K”)*], le groupe 6 est caracttkis~ par 
G=p[U*nStab[N,;A]]. 
Preuve. Si le groupe G est defini par la condition (c), le Corollaire 2.4 
entraine 6 c Aut(A), et la Proposition 4.4 implique U(G) c U(G) = U. 
Pour tout groupe d’automorphismes G’ c Aut(A ), tel que U(G’) = U(G), 
le Lemme 4.3 et la Proposition 4.4 entrainent G’c 6, et par suite 
U(G’) c U(G). 
11 en resulte G’ c G, done G c G, et U(G’) = U(G) = U(G) = U, ce qui 
prouve l’equivalence des conditions (a) et (c). 
Tout element g E G est de la forme g = p(q) pour un element non nul 
cp E [U* n Stab[N,; A]] c U(G), qui est done une bijection K-semi-lineaire 
h droite. Le Corollaire 4.7 entraine qu’il existe un element cpg dune “section 
spkciale” (v~), un element inversible c E R* et un scalaire non nul p E K*, 
tels que: cp =p”ccpB. 11 en resulte g= p(q) =p(c) p((ps) = p,(c) gB, avec 
P((P@) = gs E G, et p,(c) = g’ = gg,y ’ E Aut(A), ce qui implique c E 
Stab[R* ; A], et par suite g’ E Go . Ainsi, tout Clement g E G s’ecrit sous la 
forme g.= g’g,, avec g’ E Go et gs E G. L’inclusion tvidente G,G c I$, 
entraine alors la relation G = G,G, ce qui achbve la demonstration. 
DEFINITION 5.2. Pour un anneau A E d et un groupe G c Aut(A), 
alors: 
(a) Le groupe G caracterist par la Proposition 5.1, est le “groupe 
satur? du groupe G. 
(b) Le groupe d’automorphismes G est un “groupe saturt” ou sim- 
plement un S-groupe s’il verifie G = G, c’est-a-dire s’il verilie la condition: 
(S) Pour tout element a E Stab[R* ; A], l’automorphisme X-interieur 
g’ = pi(a) est un element du groupe G. 
THBOR~ME 5.3. Pour tout anneau A E& et pour tout sous-anneau B de 
A, le groupe de Galois 
Gal[A:B]=GcAut(A) 
est un groupe saturk, ou simplement un S-groupe. 
Preuve. La Proposition 5.1 donne G c 6 c Aut(A ) et U(G) = U(e), et 
la Proposition 4.8 entraine alors la relation 
BcA’=AnZ[U(G)]=AnC[U(@]=A’ 
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qui implique done 6 c Gal[A :B], et par suite G = 6, ce qui acheve la 
demonstration. 
DI~FINITION 5.4. Pour un anneau A ES/, un groupe d’automorphismes 
G c Aut(A) est un N-groupe s’il verifie la condition: 
(N) Pour tout element a E R*, l’automorphisme interieur g’ = p,(a) 
de l’anneau 2 est un element du groupe G. 
REMARQUES 5.5. (a) La Definition 5.4 des N-groupes est une 
generalisation de la definition classique des N-groupes (au sens de 
E. Noether) telle qu’elle figure, par exemple, a la p. 140 de [20], et avec 
laquelle elle comcide pour les anneaux A tels que A = A, puisque alors R = 
R(G)cA=A. 
(b) 11 convient de ne pas confondre cette notion de N-groupe avec la 
notion introduite par Kharchenko SOUS le mime vocable dans [22], mais 
qui ne s’applique qu’a des groupes qui sont deja des M-groupes au sens 
de [22]. 
(c) Pour tout anneau A E& et pour tout groupe d’automorphismes 
G c Aut(A), il est evident que si G est un N-groupe alors G est un S-groupe, 
mais la rtciproque n’est pas ntcessairement vraie. 
6. Groupes adapt& et extensions Pquilibrtes 
Dans la suite, on s’inttresse 1 la ThPorie de Galois finie des anneaux pres- 
que-simples, dont le contexte est constitue par la categoric g0 des exten- 
sionsfinies ou par la categoric YO des sowanneauxfinis. 
La notion d’extension galoisienne est prise dans son sens le plus general: 
une extension d’anneaux Bc A, est galoisienne si: 
Tout d’abord, pour toute extension finie (B c A) ET!&, a laquelle sont 
associes l’extension finie (B c 1) E z&, et le sous-unneau fini (B’ t A) E YO 
caracttrise par 
BcBnA=BnA=B’cA 
le Corollare 3.4 caracterise un m&me groupe de Galois: 
G=Gal[A:B] =Gal[A:B’] 
et par suite il en rtsulte la relation: 
BcB’cA~cA 
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qui montre que l’extension finie (B c A) E gO est galoisienne: B = A”, si et 
seulement si le sous-anneau,fini (B’ c A) E Cu?, est galoisien: B’ = AG, et verilie 
B= B’. 
L’ttude des extensions finies galoisiennes se limite done a l’etude des sous- 
anneaux finis galoisiens. 
PROPOSITION 6.1. Pour toute extension finie (B c A) E @,, a laquelle est 
associe le sous-anneau fini (B’ c A) E YO, alors 
(a) L’anneau commutant 
r=C,.(B)=Z(B)=C,.(B’)=C(B’)=C,.(@=C(~) 
est un anneau simple (artinien), qui vertfie Ko c TC ZC, et 
dimr&&]=d,[A:B]=d,[A:B’]< +oo. 
(b) L’anneau d’endomorphismes U = U(G) du groupe de Galois 
G=Gal[A:B]=Gal[A:B’]cAut(A) 
vertfie 
(c) Pour tout groupe d’automorphismes G’ c G c Aut(A), l’anneau 
d’endomorphismes u’ = U(G’) du groupe G’ vertfie 
Pcu’cucl-cc, 
et de plus, les groupes G’ et G sont des groupes d’ordre reduit fini, qui 
vertfien t 
ordred(G’)<ordred(G)dd,[A:B]=d,[A:B’]. 
Preuve. La partie (a) rtsulte du Theo&me 3.3 de [ 143 et du 
Lemme 3.1. 
Les parties (b) et (c) resultent immtdiatement du Corollaire 3.4 et de la 
Proposition 4.4, ce qui acheve la demonstration. 
TH~OR~~ME 6.2. Pour tout anneau A E ~4 et pour tout sous-anneau fini 
(B c A) E YO, de groupe de Galois 
G=Gal[A:B]cAut(A) 
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s’il existe un groupe d’automorphismes G’ c G c Aut(A), tel que 
ord red( G’) = d,[ A : B] 
alors, le sous-anneau fini B de A est galoisien (c’est-h-dire vtrtjie: B = AC), 
de degre a gauche 
d,[A:B] =ordred(G)=ordred(G’). 
De plus, le groupe G’ vPrifi’e B = A” (le groupe G’ est dit .9$pr&galoisien) et 
le groupe de Galois G = Gal [A : B] qui lui est associe, coiizcide avec le groupe 
sature G’ du groupe G’. 
Preuve. Compte tenu de la Proposition 6.1, I’hypothese entraine 
ordred(G’)=ordred(G)=d,[A:B] 
ce qui se traduit par: 
dim& @U’] = dim&@] = dime[ ,&I < +cc 
d’apres le Thtoreme 3.3 de [ 141. 
Les J?-espaces vectoriels a gauche U’, U et font done une mtme dimen- 
sion finie et par suite les inclusions 
de la Proposition 6.1, entrainent 
U’=U(G’)=U(G)=U=IY 
Pour le sous-anneau tini B de A, le Theoreme 3.3 de [14] donne alors: 
B=AnZ(T)=AnZ[U(G’)]=AnC[U(G)] 
et par suite la Proposition 4.8 entraine 
B=AG’=AG. 
De plus, compte tenu de la Proposition 5.1 et du Theoreme 5.3, la 
relation: U(G’) = U(G), implique: G’= G= G, ce qui achbve la 
demonstration. 
REMARQUES 6.3. (a) Dans la Thtorie de Galois finie envisagee, il peut 
etre utile de convenir de la terminologie suivante. 
Pour un anneau A E d, un groupe d’automorphismes Gc Aut(A) est dit 
9f,-pre-galoisien si (AC c A) E YO et un sous-anneau tini (B c A) E YO est dit 
SfO-pre-galoisien si le groupe de Galois Gal[A : B] est .!&-pre-galoisien. 
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La Proposition 6.1 entraine que dans la Thkorie de Galois finie envisagee, 
tout groupe d’automorphismes 9&v+-galoisien est necessairement d’ordre 
rtduit fini. 
La reciproque n’est pas vraie comme le montre la remarque suivante. 
(b) Le celebre contre-exemple de Teichmiiller [32], trb frequem- 
ment utilise (voir, par exemple, [20, p. 1471 ou [ 16, p. 298]), montre qu’il 
existe un corps H, un anneau simple D et un sous-anneau lini (Hc D) E YO, 
de degre a gauche dl[D :H] = 4, dont le groupe de Galois G = 
Gal[D :H] c Aut(D) est d’ordre reduit fini ord red(G) = 2, et pour lequel 
l’anneau des invariants DG n’est pas un anneau presque-simple. 
En d’autres termes, ce contre exemple montre qu’il existe un sous-anneau 
fini qui nest pas &pr&galoisien et qu’il existe un groupe 
d’automorphismes d’ordre rPduit fini qui nest pas un groupe 9&p& 
galoisien. 
(c) Naturellement, il serait souhaitable de trouver des conditions 
nkcessaires et suffisantes pour qu’un groupe d’automorphismes d’ordre 
reduit fini soit 9$pr&galoisien. 
Ce probleme ne semble pas facile et comme dans les cas classiques, on va 
se limiter au choix relativement arbitraire dune “Condition suffisante” qui 
conduit a la notion de A-groupe ou de “groupe adapt&” (a la “Theorie de 
Galois finie”). 
(d) 11 convient de noter que pour les anneaux presque-simples, la 
notion de A-groupe joue un r81e analogue a celui tenu par la notion de M- 
groupe, introduite par V. K. Kharchenko pour Claborer son Cltgante 
ThCorie de Galois pour les anneaux semi-premiers [22]. 
DEFINITION 6.4. Pour un anneau A EZZ et un groupe G c Aut(A), 
alors: 
(a) Le groupe G est un A-groupe ou un “groupe adapt? s’il verifie 
les deux conditions suivantes: 
(A,) Le groupe G est d’ordre reduit lini. 
(Al) L’algebre R = R(G) du groupe G est un anneau premier. 
(b) Le groupe G est un B-groupe ou un “groupe bien adapt&’ s’il 
constitue un A-groupe ou un “groupe adapti,” qui est “sature,” c’est-a-dire 
s’il vCriIie les conditions (A,), (A*) et (S). 
(c) Le groupe G est un F-groupe ou un “groupe regulier” s’il con- 
stitue un A-groupe ou un “groupe adapt&” qui est un N-groupe, c’est-a- 
dire s’il verifie les conditions (A,), (AZ), et (N). 
11 convient de noter que la terminologie proposte dans la partie (c) con- 
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stitue une gentralisation des terminologies analogues et classiques utilisees 
par exemple dans [ 16, 30, 31, 203. 
Naturellement, tout F-groupe est un B-groupe et tout B-groupe est un 
A-groupe. 
LEMME 6.5. Pour un anneau A E d et un groupe G c Aut(A), si G est un 
A-groupe ou un “groupe adapt&,” les anneaux R = R(G), U, = U,(G), et 
U = U(G) sont des anneaux simples (artiniens). 
Preuve. La condition (A,) se traduit par 
dim,&&(G)] = dim@[U(G)e] = ord red(G) < +cc 
et le Corollaire 4.6 entraine alors 
dim,[R(G)] =dim@[IpU,(G)] =dim&U,(G)~] < +cc. 
Compte tenu de la Proposition 4.4 qui donne 
PC U,(G) c U(G) 
il en resulte que les anneaux R, U, et U sont des anneaux artiniens. 
D’aprb la condition (A,), l’anneau R, premier et artinien, est done 
primitif et artinien, c’est-a-dire simple (artinien). 
Le Corollaire 4.6 donne la relation: 
dans laquelle R est une Z-algbbre simple de rang fini sur le centre Z du 
corps gauche K”. Le Corollaire 2, p. 90 de [3] entraine alors que U, est un 
anneau simple (artinien). 
Pour tout ideal bilatbre non nul V de l’anneau U, le Corollaire 4.7 
entrame que l’ideal bilatere I/’ = Vn R de l’anneau simple R n’est pas nul, 
ce qui entraine 1 E V c V, et par suite: V= U, ce qui montre que i’anneau 
U est quasi-simple. 
L’anneau U quasi-simple et artinien est done un anneau simple 
(artinien), ce qui acheve la demonstration. 
THBOR~ME 6.6. Pour tout anneau AES~ et pour tout groupe 
d’automorphismes G c Aut(A), si G est un A-groupe, alors: 
(a) L’anneau des invariants AG = B est un anneau presque-simple, qui 
constitue un sous-anneau J;ni B de A, qui est galoisien, dont le groupe de 
Galois : 
Gal[A:B] =G 
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est un B-groupe qui est le sature G du groupe G, et de degre a gauche 
d,[A : B] = ord red(G) = ord red( 6). 
(b) L’anneau des invariants AC = B est I’anneau presque-simple 
maximal associe a B, qui constitue un sous-anneau fini B de A, de degre a 
gauche 
d,[d:B] = ord red (G). 
(c) L’anneau des invariants AC = & est l’anneau completement primitif 
associe a B. 
(d) L’anneau constitue par les commutants communs C,.(B) = C(B) de 
B duns les anneaux z, et C, est un anneau simple qui verifie 
C,.(B) = C(B) = U(G) = U(G). 
(e) La Z-algtbre constituee par les commutants communs A(B) = 
A(B) de B dans les anneaux A et A, est une Z-algebre simple et de rang fini, 
qui vtrtfie 
A(B)=A(B)=R(G)=R(G). 
Preuve. Compte term du Lemme 6.5, l’hypothese entraine que l’anneau 
d’endomorphismes U = U(G) est un anneau simple qui verifie: K“ c U c 2,. , 
et 
dime[pU(G)]=ordred(G)< +co. 
Le Theoreme 3.3 de [14] entraine alors que la condition: 
B=An2(U)=An21C,.(U) 
definit un anneau presque-simple, qui constitue un sous-anneau fini B de A, 
de degre a gauche 
d,[A : B] = dime[eU] = ord red(G) 
et qui v&tie de plus 
C,.(B)=C(B)= U= U(G). 
Plus gentralement, le ThCoreme 1.5 de [14] montre que les conditions 
B=C(U) et B=C,.(U)=BnC,.=BnA 
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&$ksent respectivement l’anneau completement primitif B associe A B et 
l’anneau presque-simple maximal B associi a B, qui veritient de plus: 
U=Z,@)=L@) et u = C,(B) = Z(B) 
ainsi que 
- - 
d,[A:B]=d,[A:B]= ordred(G). 
Compte tenu de la Proposition 4.8, il en resulte la relation 
lJG=,qU)=ij 
qui acheve la demonstration de (c), la relation 
AG=AnAG=Z,.(U)=B 
qui acheve la demonstration de (b), et la relation 
AG=AnAG=AnAG=AnZ(U)=An2Y,.(U)=B 
qui montre bien que l’anneau des invariants AC = B est un anneau presque- 
simple, qui constitue un sous-anneau tini B de A, qui est galoisien et de 
degre a gauche 
d,[A : B] = ord red(G) = ord red(G). 
Le Theoreme 6.2 entraine alors 
Gal[A:B]=e 
ainsi que la relation: 
C,.(B)=C(B)= U(G)= U(6) 
dans laquelle ces anneaux sont simples d’apres le Lemme 6.5, ce qui 
prouve (d). 
De plus, il en resulte 
~(B)=AnL'(B)=AnC,.(B)=AnZ,.nE(B)=~nC(B)=~(B) 
qui entrame done 
A(B)=A(B)=AnU=AnU(G)=AnU(@ 
et le Corollaire 4.6 entraine alors la relation 
A(B)=A(B)=R(G)=R(G) 
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dans laquelle la Z-algebre R = R(G) est simple d’apres le Lemme 6.5 et de 
rang tini d’apres le Corollaire 4.6, ce qui prouve (e). 
Enfin, les relations U(G) = u(G) et R(G) = R(e) montrent bien que G 
est un A-groupe sature, c’est-a-dire un B-groupe, ce qui complete la preuve 
de (a) et acheve la demonstration. 
DEFINITION 6.7. Un “sous-anneau tquilibrt” [resp. une “extension 
tquilibree”] est un sous-anneau a degrts (B c A ) E 9’ [ resp. une extension 
a degres (Bc A)E~] qui verifie les trois conditions: 
(E,) Le sous-anneau [resp. l’extension] est un sous-anneau tini 
(B c A) E 9, [resp. une extension finie (B c A) E 5&J. 
(E2) La Z-algebre constituee par les cornmutants communs 
A(B) = A(B) de B dans les anneaux d et A est un anneau premier. 
(E3) La Z-algebre constituee par les commutants communs 
A(B) = A(B) de B dans les anneaux A et A admet au moins une “base 
sptciale” (a,), c’est-a-dire une Z-base (a,), telle que: a, = 1 et uar E 
Stab[A*; A] pour tout indice a. 
Tout d’abord, il convient de remarquer que le Theoreme 1.4 de [14] 
montre que la condition (E, ) implique la relation: ,?Y,( B) = z(B), qui 
entraine facilement l’egalite A(B) = A(B), envisagee dans les conditions 
(Ed et (Ed. 
Ensuite, cette Definition 6.7 peut paraitre compliquee et artiticielle, mais 
en fait, les deux Theorbmes suivants vont montrer qu’elle est naturelle et 
utile. 
TH~OR~ME 6.8. Pour tout anneau AE~ et pour tout groupe 
d’automorphismes G c Aut(A), si G est un A-groupe, I’anneau des invariants 
AG,= B est un sous-anneau iquilibrt et galoisien B de A, dont le groupe de 
Galois 
Gal[A:B] =G 
est un B-groupe qui est le saturk 6 du groupe G, et de degrP ti gauche 
d,[ A : B] = ord red(G) = ord red(G). 
Preuve. Cela resulte immediatement du Theoreme 6.6 et de la 
Proposition 4.4 qui entraine que la Z-algebre: 
A(B)=A(B)=R(G)=R(@ 
admet au moins une “base speciale.” 
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TI-I~ORI~ME 6.9. Pour route extension Pquilibrte (B c A), a laquelle est 
associe le sous-anneau equilibre (B’ c A), caracterise par: B’ = Bn A = 
B n A, le groupe de Galois 
G=Gal[A:B]=Gal[A:B’]cAut(A) 
est un B-groupe, dont l’anneau des invariants AG est un sous-anneau Pquilibre 
et galoisien AG de A, de groupe de Galois 
Gal[A:A”] = G 
et de degre a gauche 
d,[A:AG]=ordred(G)<d,[A:B]=d,[A:B’]. 
De plus, la Z-algebre constituke par les commutants communs A(B) = 
A(B)=d(B’)=A(B’) de B et de B’ dans les anneaux A et 4, est une 
Z-algPbre simple et de rang fini, qui vh$ie 
A(B)=A(B)=A(B’)=A(B’)=R(G)=A(AG)=A(AG). 
Preuve. La Proposition 6.1 donne la relation 
r=C,(B)=C(B)=L’,(B’)=L’(B’) 
qui entraine facilement la relation: 
&-T=Anr=A(B)=A(B)=A(B’)=A(B’) 
ce qui montre que l’extension tquilibrke (B c A) determine bien un sous- 
anneau Pquilibrk (B’ c A). 
La Proposition 6.1 montre Cgalement que le groupe de Galois 
G=Gal[A:B]=Gal[A:B’]cAut(A) 
v&tie la condition (A,), et il v&tie naturellement 
Gal[A:A”] = G. 
De mCme, la Proposition 6.1 donne U(G) = U c r, et d’apres le 
Corollaire 4.6, il en resulte la relation 
R(G)=R=An UcAnr=A(B) 
dans laquelle, par hypothbe, la Z-algebre A(B) v&tie la condition 
(E,),c’est-a-dire admet au moins une “base spiciale” (a,). 
Les conditions a,EStab[A*;A] et a, E r = T5’( B), entrainent 
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p,(a,) = g, E G = Gal[A :B], et par suite a, E R = R(G) pour tout indice (x. 
Ainsi, la “base speciale” (a,) de A(B) est contenue dans R = R(G) et 
d’apres l’inclusion R c A(B), il en rtsulte l’egalite 
R = R(G) = A(B) = A(B) = A(B’) = A(B’) 
et la condition (E2) entraine que l’anneau R = R(G) = A(B) est premier, ce 
qui montre que G v&tie la condition (AZ). 
Ainsi, le groupe G est un A-groupe, qui est saturt d’apres le 
Theoreme 5.3, ce qui prouve que G est un B-groupe. 
Le Thtoreme 6.8 et la Proposition 6.1 montrent alors que l’anneau des 
invariants AC est un sowanneau tquilibrt et gafoisien AC de A, de groupe 
de Galois Gal[A : A’] = G, et de degre a gauche 
d,[A:AG]=ordred(G)6d,[A:B]=d,[A:B’]. 
Entin, la partie (e) du Theo&me 6.6 montre que la Z-alglbre consituee 
par les commutants communs A(AG) = A(AG) de AC dans les anneaux A et 
4 est une Z-algibre simple et de rang fini, qui vtrilie 
A(AG) =&A’) = R(G) 
ce qui acheve la demonstration. 
I. La correspondance de Galois g.&terale 
La “Correspondance de Galois generale” ne prtsente d’inttrCt qu’en raison 
de la caracterisation suivante des sous-anneaux tquilibres et galoisiens, qui 
constitue la generalisation dun ThCoreme de E. Artin. 
TH~OR&ME 7.1. Pour tout anneau A EJZI et pour tout sous-anneau 
Pquilibrt B de A, dont le commutant commun duns les anneaux 2,. et C est 
l’anneau simple 
r= C,.(B) = C(B) = End,[ &] 
les conditions suivantes sont Pquivalentes: 
(a) Le sous-anneau Pquilibre B de A est un sous-anneau “galoisien.” 
(b) Le sous-anneau Pquilibre B de A vtrifie 
d,[A:B] =ord red[Gal[A:B]]. 
(C ) L’anneau d’endomorphismes U = U(G) du groupe de Galois G = 
Gal[A:B], verifie U=T. 
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(d) L’anneau simple r= End&E] est engendre par une certaine 
famille (cp,) d’elements inversibles (pi E r*, tels que 
cp,EN=Nor[f*; (Kc’)*] et cpi~ Stab[N; A]. 
Preuve. La Proposition 6.1 montre que l’anneau simple f v&lie 
Kocucrcc, 
avec 
ordred(G)=dim&&U]<dim&~~]=d,[A:B]< +cc. 
11 en resulte l’equivalence des conditions (b) et (c). 
De m&me, le Corollaire 2.5 et la Proposition 4.4 entrainent l’equivalence 
des conditions (c) et (d). 
La condition (a) se traduit par B = AC et le Theoreme 6.9 implique alors 
ordred[Gal[A:B]]=d,[A:AG]=d,[A:B] 
c’est-&dire la condition (b). 
Inversement le Theoreme 6.2 montre que la condition (b) entraine la 
condition (a), ce qui acheve la demonstration. 
TH~OR~ME 7.2. Tout anneau A E SX? possede les deux proprietes suivantes: 
(a) L’application G + A’, constitue une surjection de l’ensemble gA(A) 
des groupes d’automorphismes G c Aut(A) qui sont des A-groupes, sur l’en- 
semble 9&(A) des sous-anneaux B de A qui sont des sous-anneaux equilibres 
et galoisiens. 
(b) L’application B -+ Gal [A : B], constitue une surjection de l’ensem- 
ble Ye(A) des sous-anneaux B de A qui sont des sous-anneaux Pquilibres, sur 
l’ensemble Se(A) des groupes d’automorphismes G c Aut(A) qui sont des B- 
groupes. 
Preuve. Cela resulte immediatement de la conjonction du Theoreme 6.8 
et du Theo&me 6.9. 
COROLLAIRE 7.3. Pour tout anneau A E ~4, avec les notations prtceden- 
tes, alors: 
(a) Le compose des surjections gA(A) +9&(A) et Ye(A) + ge(A), est 
une surjection 
g,(A)- Se(A) 
qui, a tout GEg,(A), associe Gal[A:A”]=GEg,(A). 
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En particulier, pour qu’un A-groupe G soit “galoisien,” il faut et il suffit 
que G soit sature, c’est-a-dire que G soit un B-groupe. 
(b) Le compose des surjections Ye(A) -+ Se(A) et ga(A) +9&(A), est 
une surjection 
qui, a tout (Bc A)E~(A), en posant G=Gal[A:B], associe 
(AGcA)e9$(A). 
Preuue. Cela resulte facilement du Theo&me 6.8, du Thioreme 6.9 et du 
Theoreme 7.2. 
TH~OR~ME 7.4 (Correspondance de Galois gtnerale). Pour tout 
anneau A E d, les conditions 
G-AG et B- Gal[A:B] 
caracterisent des correspondances bijectives reciproques entre l’ensemble 
gB(A) des groupes d’automorphismes G c Aut(A) qui sont des B-groupes ou 
des “groupes bien adapt&” et l’ensemble 9&(A) des sowanneaux B de A qui 
sont des sous-anneaux tquilibres et galoisiens. 
Preuve. Compte tenu du Corollaire 7.3, ces bijections reciproques sont 
induites par les surjections du Theo&me 7.2, ce qui achtve la 
demonstration. 
REMARQUES 7.5. (a) Si un anneau A ESZI est un corps commutatif, le 
Thtoreme 2.2 de [ 141 montre que les sous-anneaux Pquilibres B de A coin- 
cident avec les sous-corps B de A tels que l’extension B c A, soit algebrique 
de degre fini. 
De plus, les groupes d’automorphismes G c Aut(A) qui sont des 
B-groupes ou des groupes bien adapt& coincident avec les groupesfinis. 
(b) La remarque prectdente montre que le Theoreme 7.4, applique 
aux corps commutatifs, donne un Corollaire immtdiat, qui caractirise la 
Correspondance de Galois gtnerale classique pour les corps. 
(c) De m&me, compte tenu de ce qui precede et en particulier de 
l’equivalence de ses conditions (a) et (b), le Theorbme 7.1 qui donne des 
caracterisations des sous-anneaux equilibres et galoisiens, constitue la 
generalisation formelle, naturelle et complete du celebre Theoreme de 
E. Artin (voir le Thiortme 14, p. 42 de [l] ou le Theoreme 2, p. 194 de 
[24]) qui donne une caractirisation des extensions galoisiennes par i’egalite 
de leur degre et de l’ordre de leur groupe de Galois. 
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8. La correspondance de Galois restreinte 
La “Correspondance de Galois restreinte” generalise les proprietts classi- 
ques des “corps intermediaires” d’une extension galoisienne de de@ fini, en 
les remplagant ici par des sowanneaux Pquilibres “intermediaires,” qui sont 
alors automatiquement galoisiens. 
Elle resulte de ce qui precede et de quelques Lemmes techniques, qui 
adaptent et generalisent des Lemmes de T. Nakayama utilisb dans les cas 
classiques. 
Pour etablir ces Lemmes, on utilise les notations du paragraphe 3. 
LEMME 8.1. Etant don& un (H - K)-bi-espace vectoriel W = n W,, non 
nul, de H-dimension a gauche et de K-dimension a droite finies, qui determine 
les anneaux simples 
C=Yn(,W) et D = zr( W,) 
ainsi que les anneaux 
T=HI?=i?H et Q=CnD=End(,W,) 
si l’anneau Q est simple et si l’anneau C est engendre par une famille 
d’tlements u E C qui sont des applications K-semi-lintaires a droite, alors: 
(a) Le T-module a gauche W= TW est semi-simple, isotypique et de 
longueur jkie. 
(b) L’anneau C est engendre par une famille d’elements inversibles 
cp E C*, qui sont aussi des applications K-semi-lineaires a droite. 
Preuve. La definition de l’anneau T montre que W est aussi un T- 
module a gauche W= rW, pour lequel l’anneau Q des endomorphismes du 
(H - K)-bi-espace vectoriel W = H W, verifie aussi: 
Q=CnD=End(,W,)=&-(.W) 
et plus generalement les (H - K)-sous-bi-espaces vectoriels V = H VK de 
W= HWK, coincident avec les T-sous-modules a gauche V= TV de 
W= rW. De plus, la relation: 
dim,[,V]=dim,[,V,]~dim,[,W,]=m< +CO 
entraine que toute chaine strictement croissante de T-sous-modules d 
gauche de W = T W est tinie et de longueur inferieure ou tgale a m, ce qui 
montre que W = T W est un T-module a gauche de longueur finie inferieure 
ou egale a m. 
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De m&me, l’ensemble VO des T-sow-modules a gauche non nuls de W, 
dont la H-dimension a gauche dim,[ HV] = r0 > 0, est minimale, n’est pas 
vide et il est constitub par des T-modules a gauche simplex 
Soit C’ la partie de C constituee par les elements u E C qui sont des 
applications K-semi-lineaires a droite. 
Un module V,,G VO ttant fix&, pour tout u E C’, puisque u est une 
application H-lineaire a gauche et s-semi-lineaire a droite pour un 
automorphisme s~Aut(K), l’application u ne constitue pas un morphisme 
de (H - K)-bi-espaces vectoriels, mais il est immediat que V= u( V,), con- 
stitue un (H - K)-sous-bi-espace vectoriel V = “VK de W = H W,, c’est-a- 
dire un T-sous-module a gauche V= .V de W = TW, qui verifie d’ailleurs: 
r = dim,[,V] < dim,[,V,] = rO. 
Si V n’est pas nul, le caracthe minimal de r,, entraine r = r0 et VE YO, 
mais a priori V nest pas nttcessairement isotypique a VO. 
11 en rtsulte que le T-module a gauche: 
wo=Two= c u(Vo) 
UCC 
est contenu dans le socle Soc( T W) du T-module a gauche W = T W. 
Par hypothese, pour tout c E C, il existe une famille linie (uj) d’tlements 
uj E c’, telle que c = xi uj, ce qui entrame 
et par suite 
c. voc w,csoc(.w)c w. 
Comme West naturellement un C-module a gauche simple, ce qui donne 
W= C * V,, il en resulte la relation: 
w=c. v,= wo=soc(Tw) 
qui Ctablit que le T-module a gauche W= rW est semi-simple. 
L’anneau d’endomorphismes: 
Q=CnD=End(,W,)=Y=(.W) 
est done le produit des anneaux d’endomorphismes des composantes 
isotypiques du T-module a gauche semi-simple W = T W. 
L’hypothese selon laquelle l’anneau Q est simple entraine done qu’il 
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n’existe qu’une seule composante isotypique, c’est-a-dire que le T-module a 
gauche W= .W est semi-simple et isotypique, ce qui acheve la 
demonstration de (a). 
La partie (a) entraine que tout T-module a gauche simple V,, contenu 
dans W, est isomorphe a V,,. D’apres ce qui precede, il en risulte que pour 
tout u E C’, le T-module a gauche u( VI) est nul ou simple. 
Etant don& un Clement non nul UE C’, la partie (a) et la remarque 
preckdente montrent qu’il existe au moins un T-module a gauche simple 
V, c W, tel que V’i = u( V, ) soit un T-module a gauche simple. 
La partie (a) entraine alors que le T-module a gauche W= TW admet 
deux decompositions isotypiques finies de la forme 
w= v,o v*o ... 0 Vi@ *.. @ v,= @ vi 
j=l 
et 
j=4 
de sorte qu’il existe des isomorphismes de T-modules a gauche, c’est-a-dire 
des isomorphismes de (H - K)-bi-espaces vectoriels: 
tj : v, ---z vj et $1 v; ; v;. 
Si l’element u E c’ est une application s-semi-lintaire a droite pour un 
automorphisme sE Aut(K), les conditions: 
vi= t)q’: vj- v; 
caracterisent les bijections H-lineaires a gauche et s-semi-lintaires a droite. 
11 en resulte une application bijective 
is4 i=u 
V= @ Vj: w= @ vi- w=j&T v; 
j=l j=l j=l 
qui est done une application H-lineaire a gauche et s-semi-lineaire a droite. 
Cette construction determine done un Clement inversible v E C*, qui est 
aussi une application s-semi-lineaire a droite, de sorte que l’element 
uv -’ EC est aussi une application K-lintaire g droite, ce qui entraine 
20-l ED, et par suite 
uv-’ eQ=CnD. 
11 est bien connu (voir, par exemple, [33, p. 628)) que l’anneau simple Q 
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est engendre par le groupe Q* de ses elements inversibles, ce qui entraine 
l’existence dune famille linie (ci) d’eliments ci E Q*, telle que UV’ = C, ci, 
et par suite il en resulte la relation 
dans laquelle les elements inversibles civ = cpi~ C*, sont aussi des 
applications s-semi-lineaires A droite. 
Cette propriett: entraine (b) et acheve la demonstration. 
LEMME 8.2. Pour tout anneau A E d et pour tout sow-anneau tquilibrP B 
de A, dont le commutant commun duns les anneaux C, et Z est l’anneau 
simple 
r=C,(B)=.Z(B)=End,[,E] 
si l’anneau r est engendre par une famille d’&ments u E r qui sont des 
applications K-semi-linkaires ci droite, alors l’anneau r est engendrk par une 
famille d’PlPments inversibles cp E r* qui sont aussi des applications K-semi- 
lintaires b droite. 
Preuve. Le Lemme 3.1 montre que l’isomorphisme de (B - K)- 
bimodules @ determine un isomorphisme & de l’extension PC C = 
&( H W,) sur l’extension Kc’ c r, de sorte que pour qu’un element y E C soit 
une application K-semi-lineaire a droite, il faut et il sufftt que son image 
canonique y’ = b[r] soit une application K-semi-lineaire a droite. 
11 en resulte que la demonstration de la prop&e de l’anneau r se 
ram&e a la demonstration de la propritte analogue pour l’anneau C= 
~HLf WA. 
L’hypothbe entraine que B est un sous-anneau lini de A et cela implique 
bien que le (H - K)-bi-espace vectoriel W = H W, est non nul et de dimen- 
sions a gauche et a droite finies. 
De plus, en considerant l’anneau simple D = J&( HWK), l’isomorphisme 
& induit aussi un isomorphisme de l’anneau Q = C n D sur son image 
canonique &[ Q] = Q, q ui est constitute par les elements de &[ C] = C = r, 
qui sont aussi des applications K-lineaires a droite, c’est-a-dire qui appar- 
tiennent A 4, ce qui donne: 
&[Q]=e=rnA=rnd=d(B). 
Comme B est un sous-anneau tquilibrt de A, le Theoreme 6.9 montre 
que A(B) est un anneau simple et par suite Q est un anneau simple. 
Le Lemme 8.1 est done applicable a l’anneau C, ce qui, d’apres une 
remarque preckdente, acheve la demonstration. 
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LEMME 8.3. Pour tout anneau A E xl et pour tout groupe 
d’automorphismes G, c Am(A) qui ditermine I’anneau d’endomorphismes 
U, = U(G,), si G,, est un F-groupe ou un “groupe rkgulier,” tout &!ment 
inversible cp E U,*, qui est aussi une application K-semi-linkaire d droite, 
vkrlyie cpAq - ’ = A, c’est-&dire “stabilise” A. 
Preuve. En considerant l’algebre R, = R(G,) du groupe GO, le 
Corollaire 4.7 montre qu’il existe un Clement ‘pg d’une “section speciale” 
(rpp) relative au groupe G,, un Clement inversible c E R,* et un scalaire non 
nul p E K*, tels que 
Par construction p(cps) = gp E G, et lorsque Go est un F-groupe, la con- 
dition (N) entraine que l’eltment inversible c E R,* verilie p,(c) = g’ E Go. 11 
en resulte: p(q) = g’gp E GO, ce qui donne rpAq - ’ = A, et acheve la 
demonstration. 
PROPOSITION 8.4. Pour tout anneau A E& et pour tout groupe 
d’automorphismes Go c Aut(A), si Go est un F-groupe ou un ‘groupe 
rkgulier,” pour tout sous-groupe G de Go, les conditions suivantes sont 
kquivalentes: 
(a) Le groupe G est un B-groupe ou un “groupe bien adapt&” 
(b) Le groupe G est un F-groupe ou un “groupe rt!gulier.” 
(c) Le groupe G vPrifie les conditions (AZ) et (S), c’est-&dire le groupe 
G est un groupe saturk dont l’algtbre R = R(G) est un anneau premier. 
Preuve. La condition G c Go, entraine 
R=R(G)cR(Go)=R, et U= U(G) c U(G,) = U, 
ce qui donne en particulier la relation ord red(G) < ord red(G,), qui 
entraine l’tquivalence des conditions (a) et (c). 
Lorsque la condition (a) est veriliee, tout Clement inversible aE R* c 
U* c U,$, est une application K-lineaire a droite et puisque GO est un F- 
groupe, le Lemme 8.3 implique: aE Stab[R*; A], et la Proposition 5.1 
entraine: p,(a) = g’ E G = G, ce qui montre que le groupe G verilie la con- 
dition (N). 
Ainsi, la condition (a) implique la condition (b), et la reciproque est 
tvidente, ce qui achtve la demonstration. 
THI?OR~ME 8.5. Pour tout anneau A E& et pour tout groupe 
d’automorphismes Got Aut(A), si Go est un F-groupe ou un ‘groupe 
rkgulier” qui ditermine le sous-anneau kquilibrk et galoisien B, = AGo de A, 
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tout sous-anneau CquilibrP B de A, intermidiaire entre B, et A, c’est-&dire 
vt+ifiant 
est un sowanneau tquilibrk et “galoisien” B de A. 
Preuve. Pour le F-groupe G,, le Thtoreme 6.8 et le Theoreme 7.1 
entrainent 
U( G,) = U. = l-, = C( B,) 
et d’apres la Proposition 6.1, le groupe de Galois G = Gal[A : B] c Aut(A ) 
verifie 
P c U(G) = UC r= C(B). 
L’hypothese B, c B c A, entraine alors la relation: 
PCUCIkl-o=Uo 
qui montre en particulier que r est un sous-(K” - K”)-bimodule non nul de 
U,, = U( G,). 
Le Corollaire 4.7 entrame alors que l’anneau r est engendre par une 
famille d’elements non nuls u E r, qui sont des applications K-semi-lintaires 
a droite. Le Lemme 8.2 implique done que l’anneau r est engendre par une 
famille (cp,) d’eltments inversibles cp i E r*, qui sont des applications K-semi- 
lineaires a droite, ce qui se traduit par les relations 
cpiEN=Nor[r*; (A+)*] cr* c U,*. 
Puisque G, est un F-groupe, le Lemme 8.3 entraine done 
(POE Stab[N; A] 
et par suite, le Corollaire 3.4 et la Proposition 4.4 donnent les relations 
cpi~ U(G)= U 
qui montrent que la famille (cp,) gentratrice de r est contenue dans U, ce 
qui entraine: Tc U. Compte tenu de l’inclusion UC r, il en rbulte l’egalite 
U(G)= U=r=Z(B) 
et le Thtoreme 7.1 montre alors que le sous-anneau Cquilibre B de A est 
galoisien, ce qui achtve la demonstration. 
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THBOR&ME 8.6 (Correspondance de Galois restreinte). Pour tout 
anneau A E& et pour tout groupe d’automorphismes G,, c Am(A), si G,, est 
un F-groupe ou un ‘groupe regulier” qui determine le sous-anneau Pquilibre et 
galoisien B, = AGo de A, les conditions 
G-AG et B- Gal[A:B] 
caracterisent des correspondances bijectives reciproques entre I’ensemble 
g(A ; G,) des sous-groupes G de G, qui sont des B-groupes ou des “groupes 
bien adapt&’ [qui coincide avec I’ensemble des sous-groupes G de GO qui 
sont des F-groupes ou des “groupes reguliers”] et l’ensemble Y(A ; B,) des 
sous-anneaux Pquilibres B de A, intermediaires entre B, et A, c’est-a-dire qui 
verifient B, c B c A. 
Preuve. Compte tenu de la Proposition 8.4 et du Theoreme 8.5, les 
bijections reciproques sont induites par les bijections du Theoreme 7.4, ce 
qui acheve la demonstration. 
9. Exemples et applications 
Dans son article [4] consacre a la Theorie de Galois pour les corps non 
commutatifs, H. Cartan commence par rappeler quelques points essentiels 
de la Thtorie de Galois pour les corps commutatifs, sous la forme don&e 
par E. Artin. 
Dans ce but, il donne les Cnonds des Theoreme A, Thtoreme B et 
Theoreme C, qui lui servent de modele ou de programme pour les 
generalisations au cas non commutatif, obtenues dans ses Theo&me 1, 
Theoreme 2, et Theoreme 3. 
Pour la plupart des travaux ulterieurs consacres a la Theorie de Galois 
[6, 15, 29, 16, 7, 30, 3 1, 5, 26, 23, 8, 28, 21, 221, ce programme demeure 
une preoccupation constante. 
En particulier, dans la Theorie de Galois finie presentee ici, le 
Theo&me 6.8 constitue la gtntralisation du Thtoreme A et du Theoreme 1 
de H. Cartan et le Theo&me 8.6 (Correspondance de Galois restreinte) 
constitue la generalisation du Theo&me B et du Theo&me 2 de H. Cartan. 
I1 convient de bien noter que la gtneralisation du Theoreme C et du 
Thtoreme 3 de H. Cartan n’a pas Pte exposee dans ce travail, faute de place. 
Elle a Cte obtenue et elle fera l’objet d’un travail ultkieur, ce qui montrera 
I’analogie formelle et complete de la ThPorie de Galois finie expode ici, avec 
son modcle classique le plus simple, constitut par la Theorie de Galois des 
corps ou des corps gauches. 
En plus de son aspect formel trts simple, la ThPorie de Galois finie a les 
avantages d’utiliser la notion de degre et surtout de s’appliquer a la classe 
SZI des anneaux presque-simples (a droite), qui constitue une classe d’an- 
neaux assez vaste, puisqu’elle contient en particulier les anneaux suivants: 
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les corps, les corps gauches, les anneaux simples, les anneaux complttement 
primitifs, les anneaux de transformations continues (et en particulier les 
anneaux d’opkateurs born& sur les espaces de Banach et les algebres de 
von Neumann qui sont des Facteurs de Type I), les anneaux primitifs a 
socle non nul (c’est-a-dire les “PM1 rings”), les anneaux presque-simples a 
droite maximaux et enfin les anneaux presque-simples a droite quel- 
conques. 
En fait, il convient de bien noter que tous les Theoremes de la Thtorie de 
Galois finie, donnent naissance A “plusieurs skies de ThCorPmes” obtenues 
en choisissant pour anneau A un anneau de l’un des types (T) envisages 
dans la liste des exemples precedents. 
En effet, le Theoreme 2.2 de [ 141 assure que les sous-anneaux finis B de 
A qui interviennent dans tous ces Theoremes, sont igalement des anneaux 
du type (T). 
De plus, les conditions imposees dans les diverses Definitions peuvent 
prendre des formes particulikes ou &re automatiquement vtr$t+es pour cer- 
taines d’entre elles. 
Par exemple, cette methode permet d’obtenir systematiquement et 
rapidement les principales propriCt6.s des “ThPories de Galois Jinies” pour: 
(1) Les corps. 
(2) Les corps gauches. 
(3) Les anneaux simples. 
(4) Les anneaux completement primitifs. 
(5) Les anneaux de transformations continues. 
(6) Les anneaux primitifs a socle non nul (c’est-a-dire les “PM1 
rings”). 
(7) Les anneaux presque-simples a droite maximaux. 
(8) Les anneaux presque-simples a droite quelconques. 
Ainsi, la “Thtorie de Galois des anneaux presque-simple? (a droite) 
present&e ici, admet comme cas particuliers les Theories classiques concer- 
nant les cas ( 1 ), (2), (3), (4), et (5), pour lesquelles il est facile de se rendre 
compte qu’elle donne d’ailleurs des propriPt& plus prtkises (surtout dans les 
cas (2), (3), (4), et (5)), par exemple, pour tout ce qui concerne les exten- 
sions galoisiennes, pour lesquelles le Theo&me 7.1 donne une geniralisation 
dun celbbre Theoreme de E. Artin. 
En general, un anneau presque-simple n’est pas un anneau semi-premier 
et un anneau semi-premier n’est pas un anneau presque-simple, de sorte 
qu’il nest pas possible de comparer les risultats precddents a ceux obtenus 
par Kharchenko dans son eltgante ThCorie de Galois pour les anneaux 
semi-premiers [22]. 
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Ntanmoins, il est possible de noter l’analogie formelle du Theo&me 4 de 
[22] avec la partie (e) du Theoreme 6.6 et du Theo&me 7 de [22] avec les 
parties (b) et (c) du Theo&me 6.6. 
Pour ce qui concerne les “cas particuliers,” a titre d’exemple, il est 
possible de s’assurer que le Theoreme 6.6 constitue la generalisation de la 
Proposition 4 de [ 311 et du Theoreme 1 de [30], que le Theo&me 6.8 con- 
stitue la gbntralisation du Thioreme 1 de [4], du Theo&me 2.1 de [ 161 et 
du Thtoreme 1 de [30], que le Theoreme 6.9 constitue la generalisation du 
Theo&me 3 de [30], et qu’entin le Thtorbme 8.6 (Correspondance de 
Galois restreinte) constitue la generalisation du Theoreme 2 de [4], du 
Theo&me 5 de [30] et du Theoreme 3 de [3 11. 
De plus, le cas particulier (6) fournit une serie de proprietes nouuelles et 
interessantes, dont il est facile de preciser les &on&s, en remplacant par- 
tout la condition: A E JZI, par la condition: A est un anneau primittfa socle 
non nul. 
En se limitant a un seul exemple, la partie (a) du Theoreme 6.6 entraine 
la propriett suivante: 
COROLLAIRE 9.1. Pour tout anneau A primittf a socle non nul et pour 
tout groupe d’automorphismes G c Aut(A), si G est un A-groupe (ou un 
“groupe adapt?‘), alors l’anneau des invariants AG = B est un anneau primitif 
h socle non nul, qui constitue un sous-anneau fini B de A, qui est galoisien, 
dont le groupe de Galois 
Gal[A:B] = G 
est un B-groupe (ou un “groupe bien adaptP) qui est le suture G du groupe 
G, et de degre a gauche 
d,[A : B] = ord red(G) = ord red(G). 
I1 convient de remarquer que pour tout anneau AE& et pour tout 
groupe d’automorphismes G c Aut(A), si G est un “groupe X-exterieur,” 
pour que G soit un A-groupe, il faut et il suffit que G soitfini (et c’est alors 
un B-groupe ! ). 
Cette remarque explique le role privilegie jod par les groupes “finis et 
X-exterieurs.” 
En particulier, le Corollaire 9.1 precedent entraine: 
COROLLAIRE 9.2. Pour tout anneau A primittf a socle non nul et pour 
tout groupe d’automorphismes G c Aut(A), si G est un groupe “fini et X- 
exterieur,” alors l’anneau des invariants AG = B est un anneau primitif a 
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socle non nul, qui constitue un sous-anneau fini B de A, qui est galoisien, de 
groupe de Galois 
Gal [A:B]=e=G 
et de degr& ci gauche 
d,[A: B] = ord(G). 
En particulier, ce dernier Corollaire 9.2 donne une riponse affirmative B 
la seconde partie de la Question 11 formuke par Fisher et Osterburg 
dans [9]. 
Naturellement, le premier Corollaire 9.1 donne un ksultat plus gtnCra1 
pour un groupe G non nkcessairement fini, mais qui est un A-groupe, c’est- 
A-dire un “groupe adapt&!” 
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